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Motivacion
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Motivacion
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>QLe es la Geometra Tropical?

Es el matrimonio entre la geometra algebraica y la combinatoria.
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Objeto de estudio

En geometra tropical, el objeto de estudio es smianillo tropical

De nicbn
Sea R[flg ; ; ) el semianillo tropical con las siguientes
operaciones:

mn fx;yg
y = X+y

<
]
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Podemos de nir el dual de este semianillo si consideramos
De nicbn

Sea R[flg ; ; ) el semianillo tropical con las siguientes
operaciones:

max fx;yg
X+y

<
1
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Para tener en cuenta

Estas operaciones cumplen las propiedades Conmutativa,
Distributiva y ambas tienen un elemento neutro.

I Commutative:a b=b aa b=b a
I Distributive:a (b c)=(a b) (a ¢)
I Neutral elementa 1 =aa 0=a
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Para tener en cuenta

Estas operaciones cumplen las propiedades Conmutativa,
Distributiva y ambas tienen un elemento neutro.

I Commutative:a b=b aa b=b a
I Distributive:a (b c)=(a b) (a ¢)
I Neutral elementa 1 =aa 0=a

Hay que tener en cuenta que no existe la resta. Por ejemplo, no
existex que solucione 1 x = 10.
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Ejemplos

1 10=mnfl;10g=1

1 10=1+10=11

o -l = = Q>
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Tabla de suma tropical

1 2 3 45 6 7 8
111111111
2 1 2 2 2 2 2 2 2
31 2 3 3 3 3 3 3
4 1 2 3 4 4 4 4 4
5 1 2 3 4 5 5 5 5
6 1 2 3 4 5 6 6 6
7 1 2 3 4 5 6 7 7
8 1 2 3 4 5 6 7 8
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Tabla de multiplicacon tropical
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Polinomios

En materatica tropical tamben podemos de nir la nocon de
polinomio de la siguiente manera:
Seanxy; x2;  ;Xp variables.

De nicon
Un monomioes cualquier producto nito de estas variables.
Un polinomioes una combinacon lineal nita de monomios.
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Ejemplo
Considere el siguiente monomio en 3 variables.

. . - — v3u2
M(X1;X2;X3) = X2 X3 X1 X2 X1 X1 = X{X5X3

Podemos ver este monomio como una funcon 88! R

M(X1; X2; X3) = 3 X1 + 2 X2 + X3
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Ejemplo
Considerep(x), un polinomio abico enx.

p(x)=6 3 x 1 x® x>=mnf6;3+x;2x+1;3xg

Podemos ver este polinomio como una funcén! R.
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Ejemplo
Considerep(x), un polinomio abico enx.
p(x)=6 3 x 1 x® x>=mnf6;3+x;2x+1;3xg

Podemos ver este polinomio como una funcén! R.
>(mo la ga camos?
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La podemos gra car dibujando las siguientes funciones
y=x+3; y=2x+1; y=3x; y=6. Luego la ga ca de p(x) es

la envolvente inferior (mn) de estas.

y
- 6 R e
© T y=2x+1
o y=3x
a1 —— y=6
T —  p(x)
///// 277
2 1 1 2 3 4
21
4,,
3 x 1 x2 x3=(x 1) (x 2 (x 3

p(x) =6
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Propiedades

Estas funciones tienen tres propiedades importantes
Continuas. Mnimo de funciones continuas

Lineales a trozos. Mnimo de un rumero nito de funciones
lineales

@ncavas.p(*5Y)  F(p(X)+ p(y)) 8 x; y 2 R"
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Curvas

De nicon

Seap : R"! R una funcon polinomial tropical. Lahipersuper cie
tropical H(p) es el conjunto de todos los puntos2 R" en los
cuales el mnimop es alcanzado al menos dos veces.

Equivalentementex 2 H (p) si y solo sip no es lineal erx.
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Ejemplo
Sea
p(X;Y)=8 X 12y 13=mnf8+x;12+y;139

La curvaH (p) consiste de todos los puntoxjy) en los que la
funcon no es lineal, o el mnimo es alcanzado 2 veces.
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QGlculos

8+x = 13
x = 13 8
x =5
12+y = 13
y = 13 12
y =1
12+y = 8+ X
y = X 4
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3 K A
— H(p)
X=5
2 1
51
1 Gyl
y=1
1 2 5 6 7%
14 4
2L
p(x;y)=8 x 12 y 13
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Ejemplo
p(x)

8 x> 1 xy 15 y> 3 x 5 y 7
mn f8+2x; 1+ x+y;15+2y;3+x;5+Yy;7g
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Ejemplo
p(x)

8 x> 1 xy 15 y> 3 x 5 y 7
mnf8+2x; 1+x+y;15+2y;3+x;5+Yy;79

>@mo dibujamos estas curvas?
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Metodo general

Para cada monomio x' yl enp considere el punto

(iis )2 RS

Despues de hacer esto para todos los monomios, calcule la
envolvente convexa eR® de dichos puntos.

Proyecte la envolvente inferior usando el mapaR3! R?

que enva (;j; )en(i;j). Laimagen de esta proyeccon es un
politopo plano con una subdivison particular.

Re eje este politopo con respecto a la linga=  x

La curva tropical de mn-sumad (p) es el grafo dual a esta
subdivison.
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10

i~

p(x)=8 x> 1 xy 15 y> 3 x 5 vy 7
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Algebra Lineal

De nicon
SeaA una matrizn n con entradas en el semianillo tropical.es
un valor propio SA X = X para alginx 2 R". Estex es el

vector propio tropical asociado a. Representaremos una matriz
tropical con el grafo dirigido
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Ejemplo

SeaA = g . El grafo dirigidoG(A) es

2
5

5

3
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Teorema

SeaA una matriz tropical cuyo grafd@(A) es fuertemente conexo.
LuegoA tiene solo un valor propio tropical(A) igual a la longitud
mnima normalizada de los ciclos eG(A).
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ciclo | longitud

f1;1g 2

2,29 8
f1;2;1g 35
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Ahora calculemos el espacio propio de
DenaB=A (A1
CalculeB* = B B? B"
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Ahora calculemos el espacio propio de
DenaB=A (A1
CalculeB* = B B? B"

o W
w O
[
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Ahora calculemos el espacio propio de
DenaB=A (A1

CalculeB* = B B2 B"
23 01
A= 5 8 B= 3 6
B* = B B?
01
B 3 4
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Ahora calculemos el espacio propio de
DenaB=A (A1

CalculeB* = B B? BN
23 01
A= 5 g B= 36
+ 2
B> =B B A b= b
- 2411 23 0 _, 0
58 3 3
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Convexidad tropical

De nicon

El espacio cocient8"x1 llamadotoro tropical proyectivg se obtien

de R" al identi car vectores con sus mnultiplos escalares tropicales. El
espacioTP" ! es la compacti cacbn deR"=R1.

Sea :R"! TP" !la proyeccon carpnica.
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Cuando sea conveniente identi carem@®"” ! conR" ! mediante
el homeomor smo
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Espacios tropicales convexos

De nicon
Un conjuntoV es tropicalmente convexo 8ix;y 2 V; a;b2 R

a x b y2V

La envolvente convexa tropicale V' R" es el conjunto tropical
convexo mas pequeno eR" que contieneV .
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Ejemplo
SeaV = f(0;2; 3);(0; 8;3);(0;5.6;, 1)g

y
4,,
(0;2;3) (0;8;3)
2,,
(0;5.6,1) X
: 6 8 10
2l @2 2
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Ejemplo
SeaV = 1(0;9;3);(0;13,1);(0;8; 3)g

4 y
0;9;3)
2 |
(0;131)
‘ X
8 12 14
2 1
0;8; 3)
4 1
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Diseno de Mecanismos

Es una rama de la teora de juegos, que considera el problema de
asignhacon abstrayendose de los detalles de una manera particular de
asignarlos y centandose en encontrar la mejor de ellas.
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De nicon

Un mecanismo ; p) consiste de
Una funcon de resultadosg) : B !
Una funcon de pagop :B! R"

B: Conjunto de mensajes

: Conjunto de resultados
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Principio de Revelacon

Vamos a restringir nuestro aralisis a mecanismos en los cuales el
conjunto de mensajes es el mismo que las valuaciohesstos se
llaman mecanismos de revelacon directa
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Proposicon

Dado un mecanismo y un equilibrio para ese mecanismo, existe un
mecanismo de revelacon directa en el cual

Es un equilibrio para cada agente decir la verdad

Los resultados son los mismos que los dados por el equilibrio
original
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Compatibilidad de incentivos

Seanx 2 X las verdadera valuacion del agente. Seag X las
valuaciones reportadas por los agentes.

De nicon

Un mecanismo de revelacon directgp) esincentivo compatible
(IC) si 8x ; 8z se cumple la siguiente desigualdad.

uix) u(2
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Geometra tropical aplicada al diseno de mecanismos

Algunas consideraciones:

El aralisis del diseno de mecanismos es principalmente
algebraico o analtico.
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Geometra tropical aplicada al diseno de mecanismos

Algunas consideraciones:
El aralisis del diseno de mecanismos es principalmente
algebraico o analtico.
Al usar geometra tropical el estudio de mecanismos IC se
convierte en una pregunta acerca de

espacios propios tropicales
con guraciones de los puntos €nP.
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Geometra tropical aplicada al diseno de mecanismos

Algunas consideraciones:
El aralisis del diseno de mecanismos es principalmente
algebraico o analtico.
Al usar geometra tropical el estudio de mecanismos IC se
convierte en una pregunta acerca de
espacios propios tropicales
con guraciones de los puntos efP.
Nos centraremos en mecanismos de un solo agente.

40 / 65
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Notacon

Seam 2 N el umero de resultados posibles

SeaT TP™ ! un multiconjunto de tipos. Ld-esma
coordenada d¢ 2 T mide la valuacon del agente por el
resultadoi.

Sea @;p) un mecanismo, dondg : T! [mlyp:T! R
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En esta nueva notacon podemos rede nir la compatibilidad de
incentivos

De nicon
Un mecanismod; p) es IC si independientemente de (el tipo

verdadero), el agente maximiza su utilidad diciendo la verdad. E
decir,8 s;t 2 T se cumple:

v)

u(fg(t );p(t )t ) u(fg(s); p(s)l;t )
tgey) PE) gy PO

Una funcon de resultadog : T ! [m] es IC si existe una funcon
de pagop: T ! R tal que (@;p) es IC.
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De nicon
Seal 9 la matriz de asignaconde una funcon de resultadog, esta
es una matrizm m con entradajk-esma

LY = nf ftj tyg
k™ tag 1)

De nicbon
Seag : T! [m] una funcon IC de resultados, sea Elf) el
conjunto depagosIC deg.
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Teorema

Una funcon de resultadog es IC si y solo si la matriz de asignacbn
L9 tiene valor propio tropical 0.
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De nicon
Sea_coVeg(p), el covector mn-suma dep 2 TP™ 1 con respecto a
T el grafo bipartito con nodos emj] T yarista (;t)2[m] T
siysolosp2H;( t)

De nicon

Considere un multiconjuntd  TP™ !y h un grafo bipartito en
[m] T. Decimos queh es un grafo de resultados si de ne una
funcon de resultadogy, i.e. (i;t) es una arista del graft si y solo

sig(t) =i
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Ejemplo

El ministro de trabajo de un pas quiere implementar una de 3
polticas. Se sabe que el espacio de tipos en la economa es

T = fty;te;t3g = 1(1;3;9);(2;7;6); (3; 11, 9)g. Bajo esta notacon,
las valoraciones de los agentes frente a las polticas son

poltica

1 2 3

t1 1] 319
S t,[2]7]6
Ttz [3[11]9

Supongamos que solo hay un ciudadano en esta economa.El
ministro quiere disenar un mecanismo I§; ) tal que se recaude la
mayor cantidad de impuestos de la poltica elegida.
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Una posible forma de eleccon es que si el agente reporta ser de tipo
t; se escoja la politica, f(tj) = i.
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Una posible forma de eleccon es que si el agente reporta ser de tipo
t; se escoja la politica, f(tj) = i. >sem IC?
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La matriz de asignacon es

0 1
0O 2 8

LIF=@ o 1A
6 2 0

Consideremos el grafo dirigid®(L") y algunos ciclos con su longitud

Julan Enrique Chitiva Bocanegra (Uniandes)

ciclo longitud
f1,1g 0
f2,29 0
f3;3g 0
f1,2;1g 1.5
f1,;3;1g -1
f2;3;29 -0.5
f1;2;3;1g 1.67
f1;3;2; 1g -1.67
f1,2;3;2; 1g 0.5
f1,3;2;3;1g 0.75
f2,1;3,1,29 0.33
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>Quen tiene incentivos a mentir?

poltica

1 2 3

t¢ |1 319
o

o ty|2]| 7|6

T t3[3]11]9
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>@mo encontrar los mecanismos incentivo compatibles?
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>@mo encontrar los mecanismos incentivo compatibles?
Consideremos el arreglo de hiperplatd§ T)
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>@mo encontrar los mecanismos incentivo compatibles?
Consideremos el arreglo de hiperplatd§ T)

Consideremos los covectores de los puntos de acuerdo a su
posicon enTP?
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>@mo encontrar los mecanismos incentivo compatibles?
Consideremos el arreglo de hiperplandbé T)

Consideremos los covectores de los puntos de acuerdo a su
posicon enTP?

Analicemos la condicon IC para los covectores que nos de nan
grafos de resultados
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Consideremos el arreglo de hiperplandbé T)

Consideremos los covectores de los puntos de acuerdo a su
posicon enTP?

Analicemos la condicon IC para los covectores que nos de nan
grafos de resultados

Julan Enrique Chitiva Bocanegra (Uniandes) 50 / 65



Arreglo de hiperplanos

T T T T
14 o 1 4
“o%o “o%o oo @ 0 O0A
127—o|-|o o-do oo 0 00 .
=B k=] — O O — O O 0 1
0 1 0
10*0@ o ©® o ©® _@ o 1A |
1~ 1 0 0
7’
4
81 -
(t1) !
> 6! 3
1 (tS)
o o o (t2)|p
4} @ 1 1A
1 0 0 \
10 1
+ 0 1 o0
2 ‘@ o0 1A 0 1
1 1 1 0 0
@ o0 OA
1 1 1
ol |
| | | | | |

0O 2 4 6 8 10 12 14
X
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Veri caremos la condicion IC para

8
21 ift=+t
g(t)=>2 ift =t
3 ift=1

Consideremos la matriz de asignacéd y el grafo dirigidoG(L9).
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Julan Enrique Chitiva Bocanegra (Uniandes)

1
4
2A
0
ciclo longitud
f1,19 0
f2;29 0
f3;3g 0
f1,2;1g 1.5
f1,3;1g 2
f2;3;29 4
f1,2;3;1g 1.67
f1;3;2; 1g 3.33
f1,2;3;2;1g 2.75
f1,3;2;3;1g 3
f2,1;3;1;,29 7
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>Que nos falta?

Julan Enri

1e Chitiva Bocanegra

[m]

tra tropical aplicada al diseno de mecanismos




>Que nos falta?

Los pagos IC.

1
0 5 4

Retomemod 9= @3 0 2A
8 6 0

Calculemod 9* de esta matriz.
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>Que nos falta?

Los pagos IC. 1
0 5 4
Retomemod 9= @3 0 2A
8 6 0
Calculemod.9* de esta matriz.
0 1
0 5 4
L9t = 19 |92 (93=@8 0O 2A
8 3 0
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Pagos IC

14 - .
12 .
10

o N A O
T
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Teorema

Considere un multiconjunto de tipd8 TP™ 1, y un mecanismo
de un solo agentég; p), con funcon de resultadog : T ! [m]y
vector de pagop 2 TP™ L.

Un mecanismdg;p) es IC siy solo g2 P 2 cells(T), y
g coVeg (p) como un subgrafo. LuegP es el conjunto de
todos los pagos IC dg.

Un vectorp 2 TP™ ! es la funcbn de pagos para algin
mecanismo 1IQg; p) si y solo sip 2 basic(l).

SiT es nito y gererico, entonces el conjunto de celdas lasicas
cells(T) es de dimenson completa del poltopo tropical
generado poiT .

Seaf T ¥geon UNa secuencia de conjuntos gerericos nitos que
aproximanT . Luego las celdas lasicas alls(T ) son limite en
la metrica Hausdor de las celdas tasicasells(T ¥) cuando
k11
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>QLe pasa si el espacio de tipos es in nito 0 no gereric

T T T T T T
14} :
12 .
10+ 8
8,
(th
> ol s |
t2 /
N |
(t3)
2, _
O, _

0O 2 4 6 8 10 12 14
X
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>QLe pasa si el espacio de tipos es in nito 0 no gereric

14 -
12| |
10} |
Y a1

°) (t?) ’ (t%)

Al

ol |
ol |

0O 2 4 6 8 10 12 14
X
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>QLe pasa si el espacio de tipos es in nito 0 no gereric

14
12 -

10/ |

(t1)

(t

(ta)

\ \ \ \ \ \ \ \
0O 2 4 6 8 10 12 14
X
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Indiferencia

La nocon de indiferencia es muy importante en la economa, >tnde
la encontramos en este contexto?
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>@mo de nimos \funciones" bajo esta nocon?
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>0mo de nimos \funciones" bajo esta nocon?
Dados unos pagos, el principal escoge con la misma probabilidad la
poltica cuando el agente es indiferente entre ellos

Esta interpretacon podra serutil cuando consideremos mas de un
agente.
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>0mo de nimos \funciones" bajo esta nocon?

Dados unos pagos, el principal escoge con la misma probabilidad la
poltica cuando el agente es indiferente entre ellos

Esta interpretacon podra serutil cuando consideremos mas de un
agente.

>Que puntos podran tener esta condicon?
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Arreglo de hiperplanos
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Ventajas

Simpli ca el aralisis de mecanismos: aralisis yalgebta
geometra.
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Ventajas
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Puede considerar espacios de tipos muy generales, tanto
continuos como discretos, nitos e in nitos.

Julan Enrique Chitiva Bocanegra (Uniandes) Ventajas y desventajas 63/ 65



Ventajas

Simpli ca el aralisis de mecanismos: aralisis yalgebta
geometra.

Puede considerar espacios de tipos muy generales, tanto
continuos como discretos, nitos e in nitos.

Permite caracterizar todos los mecanismos IC para un espacio
de tipos dado.
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Desventajas

No es muy claro como extender estas nociones a mas de un
agente.
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Desventajas

No es muy claro como extender estas nociones a mas de un
agente.

No brinda condiciones generales sobre la matriz de tipos para la
implementabilidad de los mecanismos. >Cwando no funciona
este netodo?
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Desventajas

No es muy claro como extender estas nociones a mas de un
agente.

No brinda condiciones generales sobre la matriz de tipos para la
implementabilidad de los mecanismos. >Cwando no funciona
este netodo?

Falta mayor conexon con el diseno de mecanismos chsico, en
especial con Iaingle-crossing condition

Julan Enrique Chitiva Bocanegra (Uniandes) 64 / 65



Referencias

Butkovi¢, P. (2010). Max-linear systems: Theory and algorithms.
Springer Monographs in Mathematics. Springer-Verlag London, 1
edition.

Crowell, R. A. and Tran, N. M. (2017). Tropical geometry and
mechanism design.

Krishna, V. (2009). Auction Theory. Academic Press, 2 edition.

Maschler, M., Solan, E., and Zamir, S. (2013). Game Theory.
Cambridge University Press.

Speyer, D. and Sturmfels, B. (2004). Tropical mathematics.

Julidn Enrique Chitiva Bocanegra (Uniandes) 65 / 65



	Motivación
	Preliminares
	Matemática Tropical
	Diseño de Mecanismos

	Geometría tropical aplicada al diseño de mecanismos
	El caso de un solo agente

	Ventajas y desventajas

