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Introduccidn

Contexto

m El anélisis de datos funcionales ha crecido en los tltimos anos
dado su potencial de aplicacién en diversas areas, en especial
en aquellas en que se requiere de modelos parsimoniosos
debido a la gran cantidad de informacién disponible.

m Un dato funcional se puede entender como la observacion de
una funcién X(s),s € S, donde S corresponde a un intervalo
continuo como el tiempo o el espacio.



Introduccidn

Contexto

Temperature Functional Data Objects
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Figura: Ejemplo de datos funcionales



Introduccidn
Objetivos

m Se han realizado diversos estudios para el éptimo tratamiento
de los datos funcionales. De forma general, las monografias
que mas impacto han tenido en la comunidad académica
sobre el tema de datos funcionales son [2], [5], [1].[3] vy [4].

m El objetivo de este proyecto es por un lado mostrar un marco
conceptual en el que se evidencien las ideas de mayor
influencia que han llevado al desarrollo de los datos funcionales
en los dltimos afios, y por otro ilustrar estas pueden llevar a
conclusiones de interés en el contexto del PM10.
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Curvas

Definiciéon

aleatorias

Un dato funcional se puede entender como la realizacién de
un proceso estocdstico en tiempo continuo cuyas trayectorias
pertenecen al espacio L>(S). Una base de datos funcionales no
es mas que diferentes realizaciones de un proceso estocdstico
dado.

Con base a esto, se pueden definir los andlogos a la media, la
varianza y la correlacién para variables aleatorias funcionales.
Su interpretacién puntual es la misma que se da con datos
escalares.



Curvas aleatorias

Descriptivas

m Funcién de Media
u(s) = E(X(3) = [ X(5)dP()

m Funcién de Covarianza
c(s,r) = E(X(s)X(r)) — E(X(s)) E (X(r))
m Funcién de Correlacion

N — c(s,r)
pls:r) c(s,s)c(r,r)



Curvas aleatorias

Base funcional

Un concepto bésico, pero fundamental del espacio L; es el de base:

Base Funcional

Una sucesién de funciones {¢;(s)}72; es una base de L; si toda
funcién X(s) € Lo puede representarse de forma tnica como:

X(s) = ajpj(s)

Jj=1

o0
para algunos escalares {a;}7%,

Esta representacién para las funciones es lo que determina todo el
paradigma de tratamiento para los datos funcionales en este
documento. En particular, llevar un problema de datos funcionales,
a uno de estadistica multivariada.
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Suavizamiento

Motivacién

m En la practica no se observa como tal la forma funcional del
dato X(s), sino su valor para ciertos puntos esparcidos en el

dominio S.
m Se observan los valores asociados a X(s1),...,X(sm) para
algunos sy,...,sm € S.

m Por lo tanto, la primera etapa en un anélisis de datos
funcionales consiste en recuperar la funcién X(s) a partir de
dichas observaciones puntuales, proceso que se conoce como
suavizamiento de la funcién.



Suavizamiento
ldea

m El enfoque consiste en utilizar la estructura de espacio
vectorial de L»(S) para recrear la funcién con bases
funcionales.

m En ese orden de ideas, se plantea un modelo de la forma:

K

X(si) = Z ajoi(s)) +er=¢T(s)a+e, Ve {l,....,m}
=1

La base es truncada a un nimero finito de términos K, y el
modelo corresponde a una regresién lineal.

m Las bases mds populares para realizar el suavizamiento son las
bases de Fourier y B-splines



Suavizamiento
Idea

P-spline smoothing with a large basis

gl

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8
X

Figura: Ejemplo de suavizamiento
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Componentes principales funcionales

Motivacién

m Al realizar el suavizamiento se utiliza una base arbitraria y
poco informativa. Una pregunta natural se asocia a encontrar
una base “4ptima”, que permita la interpretacién de los
términos de la base de forma eficiente.

m El objetivo es hallar £j(s)} y ajj tal que se tenga la siguiente
descomposicién de forma Sptima:

P
Xi(s) = u(s) + ) ay€i(s)
j=1

Es decir, un comportamiento “comun” u(s), que es afectado
por distintas fuentes de variacién £;(s) segtin un peso ;.



Componentes principales funcionales

Estimacién

m Para un P dado, este problema es equivalente a encontrar
coeficientes {a;} y funciones {{;} que minimicen la distancia:

1 n P
3 IX() = Y asgi(s)IP
i=1 Jj=1

m Esta situacidn es equivalente al problema de componentes
principales del contexto multivariado. Mas atin, de forma
analoga, se tiene que la solucién se resume en hallar la
descomposicién espectral del operador de covarianza:

/C(s7 r&i(r)dr = Aj&i(s)



Componentes principales funcionales

Estimacién

m Esto se puede hacer utilizando nuevamente el concepto de
base funcional. Considerando la descomposicién
&i(s) = ¢ (s)bj, para unos coeficientes desconocidos b;, y
después de cierta algebra, el problema se resume al siguiente:

(¢1/2Aq>1/2) uj = \ju;
u;u =1
ufue=0,j#k
donde A =151 aal &= [¢(r)¢T(r)dry u; = &/2b;.

m Note que la situacién se reduce a encontrar las componentes
principales de un problema multivariado clasico.
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Series de Tiempo Funcionales

Contextualizacién

m En la literatura se puede observar que la teoria de series de
tiempo funcionales aln se encuentra en desarrollo.Se han
desarrollado avances, pero ailn es un tema abierto.

m De forma breve, se han estudiado modelos autoregresivos
andlogos a los modelos ARMA(p, q) para datos escalares. Un
ejemplo es el ARH(1):

Yi(s) = / W(s, 1) Ye 1 (r)dr + 2d(s)

m A nivel prictico, se han desarrollado estrategias para realizar
prondsticos como la denominada metodologia de
Hyndman-Ullah [4].



Series de Tiempo Funcionales
Método de Hyndman-Ullah

m La idea consiste en realizar la descomposicién de la serie de
tiempo funcional en la base de sus componentes principales,
para luego pronosticar las series de tiempo de los puntajes.

m Como ejemplo, considere figurativamente el proceso
FARMA(P.Q):

(/w,ert, dr>+€t +Z(/ (s, r)ee_ ,()dr)

Para estimarlo, represente los pardmetros funcionales en
términos de la bases dada por los componentes principales:
Yi(s,r) = Ey(s)Wily(r), bi(s,r) = &y (s)@ily(r) y

ee(s) = {&(S)et .



Series de Tiempo Funcionales
Estimacién modelo FARMA

m Reemplazando en el modelo FARMA(P,Q) se tiene que:

l(s)a) = [é ([ everoar) ol e, ([evireir) e }

i=1

P Q
Y Y
Qpy = E Vo, ;+e:+ E Ojer;
i=1 i=1

m La expresion anterior corresponde a un modelo VARMA(P.Q),

donde la serie multivariada corresponde a los puntajes aty.

m Por tanto, estrategias de identificacién para modelos series de
tiempo multivariadas aplican para determinar implicitamente
un modelo adecuado para la serie de tiempo funcional.
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Regresién Funcional

Motivacién

m El modelo de regresidn funcional de interés para este proyecto
se expresa de la forma:

Y(s) /Blsr r)dr + (s)

donde £(s) representan errores aleatorios funcionales iid de
media 0.

m El intercepto [p(s) es una funcién que hace alusién a la media
del proceso Y condicionada a un efecto nulo de X(s).

m El efecto de cada uno de los valores puntuales X(r) en el
valor Y(s) se da a través de un ponderador bivariado f1(s, r),
que luego es integrado en un Cnico efecto agregado.



Regresién Funcional

Estimacién

m Representando los componentes funcionales en términos de la
bases dada por los componentes principales de X y Y (i.e
Bo(s) = L (s)bo, Ba(s. r) = E1(s)Bax(r), e(s) = EL(s)e ),
y reemplazando en el modelo de regresién funcional, se tiene

que:

eZ(s)a” = €7 (s)bo + / £1(s)Brx(NEL (NaXdr + £L(s)e

()0 = 1) (b0 + B [ ex(ek(ar) o v e)

oY =bg+ B +e



Regresién Funcional

Inferencia

En ese orden de ideas, se tiene una regresién multivariada que
se da directamente sobre los puntajes de las componentes o
vs o, y que se puede estimar utilizando minimos cuadrados
ordinarios.

La inferencia estadistica para al regresion funcional se basa en
la inferencia estadistica del modelo de regresiéon multivariado
equivalente, en donde el proceso de inferencia ya es rutinario.

Note que la situacién se reduce, nuevamente, a un problema
multivariado clasico.
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El PM10

Contexto

m El PM10 es el material particulado que se encuentra
suspendido en la atmdsfera con un didmetro aerodindmico
igual o inferior a los 10 micrémetros. El ser humano puede
inhalar facilmente las particulas y asi generar problemas
respiratorios.

m En Bogota, la Secretaria Distrital de Ambiente regula la
calidad del aire por medio de la Red de Monitoreo de Calidad
de Aire (RMCA) conformada por 12 estaciones repartidas a lo
largo de la ciudad.



El PM10

Objetivos

m El propdsito de esta seccién es ilustrar la aplicacién de las
técnicas de datos funcionales ya descritas para el andlisis del
PM10 en Bogota.

m Se tiene informacién horaria para los anos 2015 y 2016 del
PM10. Después de un preprocesamiento de los datos, se
trabajara con la estacién de Guaymaral.

m El PM10 existe para cada instante del tiempo, luego es un
proceso funcional cuyo dominio es el tiempo. En este estudio,
una curva mostrara el nivel de PM10 durante el dia. Es decir,
el conjunto de datos funcionales estard dado por
{PM10s(s),s € S =10,24),t € T ={1,2,...,730}.
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Anidlisis descriptivo funcional

Suavizamiento

m El suavizamiento se hace de forma simultanea para todas las
curvas utilizando la misma base, asi como el mismo parametro
de flexibilidad.

m Los resultados sugieren que la metodologia de suavizamiento
mas apropiada corresponde a B-Splines regularizados.

(a) 3 de Mayo de 2015 (b) 7 de Septiembre de 2016

Figura: Ejemplos del suavizamiento del PM10



Anidlisis descriptivo funcional
Funcién de media del PM10

El comportamiento medio del PM10 se puede entender segtin la
intensidad de trafico en la ciudad. En horas pico se tienen mayores
valores de PM10, mientras que en horas valle se tienen bajos.

Media PM10

Hora

Figura: Funcién de media del PM10



Anilisis descriptivo funcional

Superficie de covarianza

La varianza del PM10 no es contante a lo largo del dia, y su
intensidad también es proporcional al comportamiento del trafico.
Existe una covarianza considerable al rededor de las 8:00 y las
15:00. Esto sugiere que altos niveles de PM10 en la mafiana suelen
estar acompanados a altos niveles de PM10 en la tarde.

'y f i 4

(a) Gréfico de superficie (b) Gréfico de contorno

Figura: Funcién de covarianza del PM10



Anidlisis descriptivo funcional

Estacionalidad Semanal

El PM10 tiene un comportamiento similar entre semana, mientras
que para el fin de semana se presentan niveles mas bajos, en
especial el domingo cuando hay poco tréfico.

Media PM10

Hora

Figura: Funcién de media del PM10 por dia
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Componentes principales funcionales

Seleccién nimero de componentes

Para realizar la seleccién del numero de componentes a utilizar, se
tiene en cuenta tres criterios de importancia: Variacién explicada,
reconstruccion de los datos originales y su interpretacién.

Tabla: Varianza explicada por los componentes principales funcionales
rotados del PM10

Componente  Varianza Prop. Var.  Prop. Acumulada

1 1356,453 0,115 0,115
2 2828,270 0,239 0,354
3 2045,592 0,173 0,527
4 2726,274 0,231 0,757
5 1751,873 0,148 0,905




Componentes principales funcionales

Interpretacion

Cada componente explica la variabilidad en una franjas horaria.

~ . —

(a) C1: Madrugada (b) C2: Mafiana (c) C3: Mediodia

(d) C4: Tarde (e) C5: Noche

Figura: Componentes principales funcionales rotados del PM10
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Anilisis de serie de tiempo funcional

Correlograma de los puntajes

Existe alta dependencia del PM10 con sus valores en dias pasados,
asi como un claro patrén estacional semanal del PM10.

Comp. 1 Comp. 2 Comp. 3

AcF
AcF

01 02 03 04 05
01 02 03 04 05
01 02 03 04 05

AcF

1
01
1

04 08

AcF
AcF

00 o2

-01 00 01 02 03 04 05

0 s 10 15 2 25 W ® 0 s 10 15 2 2 W ®

Lag Lag

Figura: Correlogramas de los puntajes de los componentes principales del
PM10



Anilisis de serie de tiempo funcional
Estimacién modelo FARMA

La metodologia de Box-Jenkins sugiere la necesidad de tomar la
primera diferencia estacional Va4, y utilizar un modelo VARMA
(1,0) x (0,1)7 para dicha diferencia.

0,4 —0,0 0,1 00 04 —-0,9 -—00 —0,0 —00 —0,0

01 04 00 01 03 —0,0 -09 -00 -00 0,1
Vsar= (0,1 00 05 02 01| Vsa;_q+e+|—-00 00 —09 —00 00 |e_7

0 00 01 06 0,2 —0,1 01 —0,0 -09 0,0

00 01 01 02 04 —0,1 0,1 00 —00 —0,9

Por tanto el modelo FARMA resultante toma al forma:

PM10:(s) = PMlOt_7(S)+/ U(s, r)V7PM10t_1(r)dr+5t(5)+/ 0(s, r)ec—7(r)dr



Anilisis de serie de tiempo funcional
Superficie ¥(s, r) modelo FARMA

(s, r) toma valores significativamente diferentes de 0 en la
diagonal, y en la zona asociada a la noche del dia t — 1y la
madrugada del dia t. Esto es claro ya que el nivel de PM10 en la
madrugada dependera de su valor en las horas de la noche anterior.

(a) Gréfico de superficie (b) Gréfico de contorno

Figura: Superficie ¢(s, r) estimada



Anilisis de serie de tiempo funcional

Pronésticos

El pronostico es similar a la media por dias, haciendo notar que
efectivamente el modelo incluye la estacionalidad semanal en la
serie. Aln asi, las curvas difieren por los valores recientes.

B — 1S — 12D — B3L — M H5M — 146] #7V

Pronéstico PM10

Hora

Figura: Prondstico del PM10 para la siguiente semana
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Regresién funcional con errores FARMA

Especificacién

m Se pretende entender el papel de otras variables climaticas en
el comportamiento del PM10. En este caso, se estudian la
Temperatura y la Humedad.

m En principio se propone estimar el modelo:

P/\/l10 /61 s, r) TEMPt 1( dr+/ﬁz S, r) HUMt 1(r)dr+e:(s)

donde X(s) = X(s) — px(s)
m Observe que se utilizan las variables explicativas rezagadas en

1 periodo. Esto es para mantener la coherencia en la forma
estructural del modelo.



Regresién funcional con errores FARMA

Algunas consideraciones

m El PM10 tiene una estacionalidad semanal, por tanto se
procede a utilizar un modelo que la incluya. Para esto, el
modelo de regresion multivariada respectivo se estima con
errores VARMA.

m La metodologia de Box-Jenkins sugirié utilizar un modelo de
regresién con errores VARMA (1,0,0) x (0,1, 1)7. Se asume
que la estructura de las matrices de coeficientes del VARMA
para los residuales es diagonal dada la no convergencia del
modelo.

m La prueba de significancia sugiere que las variables
temperatura y humedad son estadisticamente relevantes para
explicar el comportamiento del PM10.



Regresién funcional con errores FARMA

Estimacién

El modelo de regresién multivariado estimado es:

—0,4 —0,5
PM10 {3’7 L3
aPM0_ | 08 0,1
—22 05
1,3 —04

donde V7e; =

1,1 —02 02 0,0 —03
1,5 23 -28 05 —0,1
0,8 1,9 02 | a/®¥P+ 1 04 05
0,1 —-1,9 1,1 —-0,5 —0,1
-13 1,6 0,7 06 -0,

funcional toma la forma:

PMlo fﬂl s, r TE/VIPt 1
ee(s) = ee—7(

)+ [ o(s, r)Vree—1(r)dr + ve(s

olooco

2
)5

2
0,0
)2

0,3
—0,1
0,4
0,3
—0,2

0,1
0,9
0,3
0,2
0,0

®dVsei_1 + v; + Ov;_7, siendo v un ruido blanco
multivariado. Finalmente, el respectivo modelo de regresién

HUM
o,y ter

(r)dr + [ Ba(s, r)mt,l(r)dr + e¢(5)
)+ [ 0(s, r)ve—7(r)dr



Regresién funcional con errores FARMA

Interpretacién Bi(s, r)

Gran parte de la superficie es casi 0, y los valores no nulos se dan en las
8:00 ~ 9:00 y 15:00 ~ 16:00. El efecto de la temperatura del dia anterior
realiza una ponderacién entre una hora en la mafana y una en la tarde.
Los valores de la superficie tienden a estar concentrados hacia magnitud

positivas, luego incrementos de la temperatura aumentan el valor del
PM10.

__J

v |

(a) Gréfico de superficie (b) Gréfico de contorno

Figura: Superficie 51(s, r), variable Temperatura



Regresién funcional con errores FARMA

Interpretacién Ba(s, r)

El efecto de la humedad sobre el PM10 es similar al dado por la
temperatura. En la base inferior de la superficie, valores de humedad por
encima del promedio reducen el PM10 en la mafiana, mientras que para
las demds horas no sucede. Luego, el efecto reductor de la humedad
sobre el PM10 se da exclusivamente en la mafiana.

Hora) en 1

(a) Gréfico de superficie (b) Grafico de contorno

Figura: Superficie 8x(s, r), variable Humedad



Regresién funcional con errores FARMA
Calidad del ajuste

El modelo parece estar bien especificado, y cumple los supuestos de
regresion. Si bien la temperatura y la humedad estan asociadas con el
PM10, no son suficientes para explicar el total de su comportamiento.

s 1
s 1

o
o

T T
w 2 0 W w e

Puniae Humedad

100

000 0005 00w oo1s

T T T T T T T T T T
w0 0 2 4 w0 w om0 a0 e s 0 s 10

Fited Tempo Residual

Figura: Graficos de residuales del modelo de regresién multivariado



Conclusiones

m La metodologia de datos funcionales permite desarrollar anilisis a
profundidad, permitiendo evidenciar relaciones casi imposibles de
detectar con el uso de metodologias “cldsicas”.

m Los modelos basados en datos funcionales no asumen grandes
supuestos y el costo computacional adicional es casi imperceptible.

m La aplicacién de datos funcionales para el PM10 permite explicar su
comportamiento durante todo el dia, incluyendo su codependencia
entre horas. Es posible identificar los patrones estacionales del
PM10, asi como su importancia para ser incluidos en otros estudios.

m Los componentes principales funcionales definen indices horarios
para el PM10, de forma éptima. Los puntajes de los componentes
miden como difiere la contaminacién al comportamiento usual, y
pueden utilizarse en la definicién de politicas publicas para la
contaminacién del aire.



Conclusiones

m Usando datos funcionales, es posible lograr pronésticos del PM10
mds ambiciosos que a los que se llegarian con metodologias
tradicionales. Los modelos funcionales permiten incorporar la
correlacién dentro y entre curvas sin dificultad, al tiempo que se
mantiene un modelo parsimonioso.

m Los modelos de regresidn funcional permiten evidenciar la influencia
de las variables explicativas sobre el PM10 para cada una de las
horas del dia en todas las combinaciones posibles, hecho que
permite obtener conclusiones mas refinadas.

m Trabajos futuros deben evaluar como los resultados encontrados
para el PM10 pueden aplicarse de forma efectiva en la realidad. Del
mismo modo, es necesario considerar otros enfoques que pueden
ayudar en el anélisis explicativo del PM10.
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